I. ROVINNÉ  ÚTVARY
= rovnobežníky, kruh, kružnica, trojuholník, mnohouholníky .... 

 Rovnobežník je štvoruholník, ktorého každé dve protiľahlé strany sú zhodné a rovnobežné
 Vlastnosti rovnobežníka:
1. protiľahlé strany sú zhodné a rovnobežné
2. protiľahlé vnútorné uhly sú zhodné
3. súčet uhlov na jednom ramene je 180°
4. uhlopriečka rozdeľuje rovnobežník na dva zhodné trojuholníky
5. uhlopriečky sa navzájom rozpoľujú
6. priesečník uhlopriečok je stredom súmernosti rovnobežníka
Typy rovnobežníka:
· štvorec
· obdĺžnik
· kosoštvorec
· kosodĺžnik

1.   Štvorec -  rovinný geometrický útvar.
Vlastnosti štvorca:




 

· všetky strany sú zhodné 
· každé dve susedné strany sú na seba kolmé
· každé dve protiľahlé strany sú rovnobežné 
· všetky vnútorné uhly sú kolmé = 90°
· súčet vnútorných uhlov je 360°
· uhlopriečky sú zhodné, seba kolmé a navzájom sa rozpoľujú v bode S
· bod S je stredom kružnice opísanej i vpísanej štvorcu
 Obvod štvorca: O = 4 . a
 Obsah štvorca: S = a . a
Pr. 1. Vypočítaj obvod a obsah štvorca so stranou dlhou 5,2 cm.



 a = 5,2 cm
O = ?
S = ?
O = 4 . a - napíšeme vzorec
O = 4 . 5,2 cm - doplníme danú hodnotu
O = 20,8 cm - vypočítame výsledok
S = a . a - napíšeme vzorec
S = 5,2 . 5,2 - doplníme danú hodnotu
S = 27,04 cm2 - vypočítame výsledok
Obvod daného štvorca je 20,8 cm a jeho obsah je 27,04 cm2.
Pr. 2. Vypočítaj obsah štvorcového pozemku, ktorého obvod je 112 m.



 O = 112 m
S = ?
- najprv vypočítame dĺžku strany pozemku a to zo vzorca na výpočet obvodu štvorca
O = 4 . a
112 = 4 . a
a = 112 : 4
a = 28 m
- vypočítame obsah pozemku so stranou dlhou 28 m.
S = a . a
S = 28 . 28
S = 784 m2
Obsah štvorcového pozemku je 784 m2.
2.  Obdĺžnik -  rovinný geometrický útvar. 

Vlastnosti obdĺžnika:



 

· každé dve protiľahlé strany sú rovnobežné a zhodné
· každé dve susedné strany sú na seba kolmé
· všetky vnútorné uhly majú veľkosť 90°
· súčet vnútorných uhlov je 360°
· uhlopriečky sú zhodné
· uhlopriečky sa rozpoľujú v bode S
· bod S je stred kružnice opísanej obdĺžniku
· bod S je stredom stredovej súmernosti obdĺžnika
Obvod obdĺžnika: O = 2.(a + b) 

Obsah obdĺžnika: S = a . b
Pr. 1. Vypočítaj obvod a obsah obdĺžnika s stranami dlhými: a = 4,3 cm , b = 12 mm.



a = 4,3 cm
b = 12 m = 1,2 cm 
O = ?
S = ?
Pozn. v zápise je nutné premeniť jednotky na rovnakú jednotku. Ak nie je v zadaní určená jednotka výsledku, potom výber premeny je na nás.
O = 2.(a + b) - napíšeme vzorec
O = 2. (4,3 + 1,2) - dosadíme do vzorca
O = 2. 5,5
O= 11 cm - vypočítame výsledok
S = a . b - napíšeme vzorec
S = 4,3 . 1,2 - dosadíme do vzorca
S = 5,16 cm2 - vypočítame výsledok
Obvod daného obdĺžnika je 11 cm a jeho obsah je 5,16 cm2.
Pr. 2. Vypočítaj stranu b obdĺžnika, ak jeho obsah je 16,1 cm2 a strana a je dlhá 4,6 cm.



S = 16,1 cm2
a = 4,6 cm
b = ?
S = a . b
16,1 = 4,6 . b
b = 16,1 : 4,6
b = 3,5 cm
Strana b má dĺžku 3,5 cm. 

Pr. 3. Koľko m2 podlahoviny je potrebné do miestnosti tvaru obdĺžnika s rozmermi 3,5 m a 450 cm a aká je jej cena, ak 1 m2 podlahoviny stojí 3,5 EUR. . 


 

a = 3,5 m
b = 450 cm = 4,5 m
S = ?
S = a . b
S = 3,5 . 4,5
S = 15,75 m2      
Cena = 15,75 . 3,5 = 55,13 EUR
3. Kosoštvorec 



 Špeciálne vlastnosti tohto rovnobežníka:
· všetky strany sú zhodné
· uhlopriečky sú na seba kolmé
· môžeme kružnicu iba vpísať ale nie opísať
· má dve osi súmernosti
O = 4.a
S = a . va
S = e.f / 2
4. Kosodĺžnik 



 

· uhlopriečky nie sú zhodné, ani kolmé na seba
· uhlopriečky sa rozpoľujú
· môžeme kružnicu iba vpísať ale nie opísať
· nemá osi súmernosti
O = 2. (a + b)
S = a . va = b . vb
 

Pr.1. Vypočítaj obvod a obsah kosoštvorca so stranou dlhou 11,2 cm a výškou na stranu a dlhou 6,5 cm.



 a = 11,2 cm
v = 6,5 cm
O = ?
S = ?
O = 4. a
O = 4 . 11,2
O = 44,8 cm
S = a . v
S = 11,5 . 6,5
S = 72,8 cm2
Obvod kosoštvorca je 44,8cm a jeho obsah je 72,8 cm2.
5.  kruh, kružnica 

Kruh je množina bodov v rovine, ktorých vzdialenosť od stredu kružnice je menšia alebo rovnaká ako polomer kružnice. Je to plocha ohraničená kružnicou vrátane nej samej.
Kružnica je podmnožina kruhu, je to hranica kruhu, sú to všetky body, ktoré tvoria okraj kruhu. 

Kruh sú teda všetky body, ktorá ležia nie len na kružnici, ale aj vo vnútornom priestore, ktorý kružnica obklopuje (viď. obrázok – červeným je znázornený kruh, zeleným kružnica).



 

 

Pre kruh platia určité vzťahy:
 
1. obvod kruhu: o = 2*r*π = π*d 
2. obsah kruhu: S = π*r2 = π*d2/4
Pr.1. Vypočítajte obsah kruhu, ktorý má priemer 4 cm. 

Riešenie je veľmi jednoduché. Stačí nám iba dosadiť do vzorca, t.j.: 

S = π*r2 = π*d2/4
S = π*42/4 
S = 4* π cm2
 Pr.2. Aký polomer má kruh, ktorého obsah je 78.5 cm2
Tentokrát riešenie pozostáva z vyjadrenia neznámej zo známeho vzorca, t.j: 

S = π*r2
r = √(S/ π)
r = √(78.5/3.14)
r = 5 cm 

 Kružnicovým (kruhovým) oblúkom AB kružnice k (S, r) nazývame prienik kružnice   a polroviny s hraničnou priamkou AB, pričom body A, B ležia na kružnici.
· hraničná priamka AB vytvorí kružnicu na dva kružnicové oblúky:
AXB – s krajnými bodmi A, B a obsahujúci bod X
AYB - s krajnými bodmi A, B a obsahujúci bod Y



 

Kružnicový oblúk tiež môžeme definovať ako prienik kružnice k a stredového uhla α. 

Dĺžku kružnicového oblúka vypočítame podľa vzorca:
a = 2πr. α / 360° 

Dĺžku kružnicového oblúku vypočítame, keď dĺžku kružnice 2πr vydelíme číslom 360° (celá kružnica) a vynásobíme veľkosťou prislúchajúceho stredového uhla α v stupňoch.

DEF: Kruhový výsek SAB kruhu K (S, r) je prienik daného kruhu s príslušným stredovým uhlom α. Body A a B sú priesečníky ramien uhla α s príslušnou kružnicou.



Dva polomery SA a SB rozdelia kruh na dva kruhové výseky: ASB (X) a ASB (Y)
Obsah kruhového výseku vypočítame, keď obsah kruhu s polomerom r π.r2 vydelíme číslom 360° a vynásobíme veľkosťou prislúchajúceho stredového uhla α v stupňoch. 

S = πr2. α / 360° 

Pr. 1. Je daná kružnica s stredom S a polomerom 3,5 cm. Stredový uhol má veľkosť 45°. Urči dĺžku príslušného kružnicového oblúka.
k(S, 3,5 cm)
α = 45°
a = ?
a = 2πr. α / 360°
a = 2. 3,14. 3,5 . 45 / 360
a = 989,1 / 360
a = 2,7 cm 

Dĺžka príslušného kružnicového oblúka je približne 2,7 cm. 

Pr.2. Aký je obsah kruhového výseku kruhu K (S, 72 mm), ktorý prislúcha stredovému uhlu 78°? 

K (S, 72 mm)
α = 78°
S = ?
S = πr2. α / 360°
S = 3,14 . 722 . 78 / 360
S = 1 269 665,28 / 360
S = 3 526,8 mm2  

Obsah kruhového výseku kruhu je 3 526,8 mm2.
6. trojuholník
. Vzorec pre výpočet obvodu všeobecného trojuholníka je O = a + b + c.
Jeho upravená verzia pre rovnostranný trojuholník je O = 3.a a pre rovnoramenný trojuholník je O = 2.a + c alebo O = 2.a + z, kde z je základňa tohto trojuholníka. 
Def: Obvod trojuholníka sa rovná súčtu dĺžok jeho strán. 

Pre zopakovanie uvádzam pár jednoduchých príkladov na výpočet obvodu trojuholníka.
Pr 1. Vypočítajte obvod trojuholníka, ak je dané: 

 a = 5 cm 
       b = 3,2 cm
c = 0,6 dm = 6cm vidíme, že všetky strany majú rôznu veľkosť, teda.
O = ?  

použijeme vzorec pre výpočet obvodu všeobecného trojuholníka
 O = a + b + c
O = 5 + 3,2 + 6
O = 14,2 cm 

Pr. 2. Vypočítajte veľkosť strany rovnostranného trojuholníka, ak poznáte jeho obvod O = 21,6 m.
 O = 21,6 m
a = ?  

použijeme vzorec pre výpočet obvodu rovnostranného trojuholníka 

O = 3. a
21,6 = 3 . a
21,6 : 3 = a
7,2 m = a
 

Pozn: Pre výpočet obvodu akéhokoľvek typu trojuholníka môžeme použiť vzorec pre výpočet obvodu všeobecného trojuholníka. O = a + b + c
Pre výpočet obsahu trojuholníka používame jednoduchý vzorec  

S = ½ . a.v a= ½ . b.vb = ½ . c.vc.  

Def: Obsah trojuholníka sa rovná jednej polovici súčinu dĺžky strany trojuholníka a výšky prislúchajúcej k tejto strane.  

Tento vzorec vieme použiť pre všetky typy trojuholníkov (všeobecný, rovnostranný i rovnoramenný). 



 

Pr. 1. Vypočítajte obsah všeobecného trojuholníka ABC, v ktorom je daná strana b = 2,8 cm a príslušná výška vb = 1,5 cm.  




 ABC
b = 2,8 cm
vb = 1,5 cm
S = ? 
S = ½ . b.vb
S = ½ . 2,8 . 1,5
S = ½ . 4,2
S = 2,1 cm2
Obsah trojuholníka ABC je 2,1 cm2. 

Pre výpočet obsahu pravouhlého trojuholníka ABC s pravým uhlom pri vrchole C môžeme použiť špeciálny vzorec, kde strana a k nej príslušná výška, sú odvesny pravouhlého trojuholníka. Potom vzorec pre výpočet takého trojuholníka vyzerá nasledovne: S = ½ . a . b. 

Pr. 2. Vypočítajte obsah pravouhlého trojuholníka s pravým uhlom pri vrchole C a odvesnami dlhými 3cm a 4cm. 




 ABC
a = 3 cm
b = 4 cm
S = ? 

Na výpočet obsahu tohto pravouhlého trojuholníka vypočítame podľa vzorca S = ½ . a . b, kde strany a, b sú vlastne odvesny. 

S = ½ . 3 . 4
S = ½ . 12
S = 6 cm2
Obsah pravouhlého trojuholníka je 6 cm2 

 Pr. 3. Vypočítajte dĺžku strany b v trojuholníku ABC, ktorého obsah je 7,4 cm2 a výška na stranu b má dĺžku 3,7 cm.
 

 

ABC
S = 7,4 cm2
vb = 3,7 cm
b = ? 
V tomto príklade nevieme povedať, či ide o pravouhlý trojuholník a preto použijeme vzorec pre výpočet obsahu všeobecného trojuholníka, S = ½ . b.vb, do ktorého dosadíme zadané údaje a pomocou úprave vzorcov vypočítame veľkosť strany b.
 

S = ½ . b.vb
7,4 = ½ . b.3,7
7,4 : 3,7 = ½ . b
2 = ½ . b
2 . 2 = b
4 cm = b
Strana b je dlhá 4 cm.
 PYTAGOROVA VETA
Zopakujeme si, čo je to pravouhlý trojuholník: Vieme, že jeden z uhlov je pravý t.j. má presne 90°: 



 

Pravé uhly vytyčovali pri svojich stavbách už aj starí Egypťania, či Babylončania. Tí pravé uhly merali pomocou povrazu rozdeleného na 12 dielov uzlami. Z povrazu „spravili“ trojuholník, ktorého strany mali 3, 4 a 5 dielov. Oproti najdlhšej strane – s piatimi dielmi sa utvoril pravý uhol. Takto sa vymeriavali i napr. pôdorysy pyramíd a starých palácov. 



Jednu z najdôležitejších viet – Pytagorovu - geometrie sformuloval starogrécky matematik, filozof, astronóm a akustik so svojimi žiakmi Pytagoras zo Samu. Žil približne v období 580 – 500 p. n. l. Našiel spôsob ako určiť všetky pravouhlé trojuholníky s celočíselnými dĺžkami strán. Pytagorova veta prakticky aj teoreticky rieši výpočet strán v pravouhlom trojuholníku, a vieme pomocou nej aj bez rysovania a merania zistiť, či je trojuholník pravouhlý alebo nie.  

Pytagorova veta: 
Obsah štvorca nad preponou pravouhlého trojuholníka sa rovná súčtu obsahov štvorcov nad oboma jeho odvesnami. 
c2 = a2 + b2



Obrátená Pytagorova veta: 
Ak pre veľkosti strán a, b a c trojuholníka ABC platí vzťah c2 = a2 + b2, potom je tento trojuholník pravouhlý s odvesnami a a b a preponou c. 
Použitie Pytagorovej vety:
· zapamätáme si, že najdlhšia strana je prepona, zvyšné dve sú odvesny (nemusia byť vždy označené a, b, c – resp. trojuholník ABC)
· napíšeme si vzorec pre výpočet a dosadíme hodnoty, ktoré poznáme
· vypočítame dané mocniny a dopočítame
Ak máme trojuholník ABC s odvesnami a, b a preponou c, platia tieto vzťahy:



 Geometrický dôkaz Pytagorovej vety:



Pr. 1: Vypočítaj veľkosť prepony pravouhlého trojuholníka ABC, ak dĺžky odvesien sú 12 (a) a 16 (b) cm. 
Riešenie:
a = 12 cm
b = 16 cm
c = ?



 


c = √400
c = 20 cm
Pr. 2: Aká je veľkosť odvesny b pravouhlého trojuholníka ABC, s pravým uhlom pri vrchole C, ak c = 17 cm a a = 8 cm.
Riešenie:
a = 8 cm
c = 17 cm
b = ?






b = 15 cm 

Pr. 3: Daný je trojuholník KLM s veľkosťami strán k = 3 cm, l = 4 cm, m = 5 cm. Je trojuholník pravouhlý? 
Riešenie:
Ak by bol trojuholník pravouhlý, potom preponou by bola strana m (5cm) a odvesnami k a l. 
Potom by platil vzťah 


 

 t.j. pravá a ľavá strana rovnice by sa museli rovnať. Dosadíme teda hodnoty a počítame:



25 = 9 + 16
25 = 25 ⟹ trojuholník KLM je pravouhlý.

Pr. 4: Trojmetrový rebrík je opretý o stenu domu. Jeho dolný koniec je od steny vzdialený 1,2 m. V akej výške sa horný koniec opiera o stenu? 
Riešenie: 



32 = 1,22 + x2 



Horný koniec rebríka sa opiera o stenu vo výške približne 2,75 m. 

Pr. 5: Záhrada má tvar rovnostranného trojuholníka so stranou 8 m. Koľko trávneho osiva bude treba na vysiatie záhrady, ak jedno 200g balenie osiva vystačí na cca na 6 m2 plochy?
Riešenie:
Záhrada je tvaru rovnostranného trojuholníka.



Aby sme vypočítali množstvo osiva, potrebujeme poznať obsah záhrady. 
Obsah rovnostranného trojuholníka počítame: 



vcvypočítame pomocou Pytagorovej vety: 



Vypočítanú výšku dosadíme do vzorca pre výpočet obsahu:



Ďalej počítame napr. pomocou trojčlenky:
1 balenie ................6 m2
x balení ..................27,6 m2



Na vysiatie záhrady bude treba približne 14 balení osiva po 200g.
II. PRIESTOROVÉ  ÚTVARY
=    kocka,    kváder,    valec,   ihlan,   kužeľ,   guľa.... 

 

1. Kocka

Kocka je trojrozmerné teleso, ktoré sa skladá zo šiestich rovnakých štvorcov.  

Obrázok kocky a to, ako vyzerá plášť kocky, keď ich rozvinieme do roviny je vyobrazený na nasledujúcom obrázku: 




 HYPERLINK "http://www.oskole.sk/userfiles/image/Zofia/J%C3%BAl/Mtematika/Kocka,u%C4%8Divo,matematika,z%C5%A1,6_ro%C4%8D_html_6425bcd5.png" \t "_blank" 
[image: image36.png]




 

 Vlastnosti kocky: 

Vychádzajúc z nasledovného obrázku s daným popisom môžeme definovať nasledovné vlastnosti kocky: 




 

· Kocka má dva typy uhlopriečok 

·  Stenová = us – to je taká, ktorá na jednej stene spája dva vrcholy 
· Telesová = u – to je taká, ktorá spája dva vrcholy, ktoré sa nenachádzajú na jednej stene, pričom ležia oproti sebe v priestore 

· Kocka má šesť rovnakých stien – skladá sa zo šiestich rovnakých štvorcov
· Kocka má osem vrcholov = A, B, C, D, E, F, G, H 
· Kocka má dvanásť hrán rovnakej dĺžky = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12
· Každé dve steny sú rovnobežné alebo kolmé (ABCD je rovnobežná so stenou EFGH a kolmá na stenu BCFG .... ) 

· Objem kocky vypočítame ako súčin troch jej hrán: 

V = a*a*a = a3 

Objem kocky počítame v kubických jednotkách, t.j.: 

1 m3 = 1000 dm3 
1 dm3 (1 liter) = 1000 cm3 
1 cm3 = 1000 mm3 

· Povrch kocky je vlastne povrch plášťa. Stena plášťa je štvorec a jeho obsah je a*a. Kocka sa skladá zo šiestich takýchto štvorcov: 

S = a*a + a*a + a*a + a*a + a*a + a*a = 6*a*a = 6*a2  

Povrch kocky počítame v štvorcových jednotkách, t.j.: 

1 m2 = 100 dm2 
1 dm2 = 100 cm2 
1 cm2 = 100 mm2
 

· Pre zaujímavosť: dĺžku stenovej uhlopriečky vypočítame z Pytagorovej vety ako:

u = √(2a) 

· Dĺžku stenovej uhlopriečky vypočítame podľa vzorca: 

u = a*√3 

Pr. 1:  

Bazén tvaru kocky má objem 27 m3. Vypočítajte, aká je dĺžka jeho strany 

Riešenie: 

Máme zadaný objem a máme vypočítať stranu a. Jedná sa iba o jednoduché dosadenie do vzorca.
V = a*a*a   = 27  

Stranu teda vypočítame ako tretiu odmocninu z objemu: 

a = 3m

Bazén má rozmery 3m x 3m x 3m
Pr. 2:  

Kocka má stranu dlhú 2 cm. Aký je jej povrch v m2? 

Riešenie: 

Dosadíme do vzorca pre výpočet povrchu kocky:  

V = 6*a2 = 6*a*a = 6*2*2 = 24 cm2 = 0,24 dm2 = 0,0024 m2
 

2. Kváder
Kváder je trojrozmerné teleso, ktoré sa skladá zo šiestich pravouhlých štvoruholníkov, resp. zo šiestich obdĺžnikov. Štandardne sa jedná o tri dvojice rovnakých obdĺžnikov. (nemusí to byť však pravidlo, čo si ukážeme nižšie) 
Obrázok kvádra a to, ako vyzerá plášť kvádra, keď ho rozvinieme do roviny je vyobrazený na nasledujúcom obrázku: 



  


Vlastnosti kvádra: 

Vychádzajúc z nasledovného obrázku s daným popisom môžeme definovať nasledovné vlastnosti kvádra:

· Kváder je charakterizovaný troma základnými dĺžkami strán – dĺžka (a), výška (c), šírka (b)
· Kváder má dva typy uhlopriečok
· Stenová = us – to je taká, ktorá na jednej stene spája dva vrcholy (na rozdiel od štvorca, ktorý má všetky stenové uhlopriečky rovnaké, má kváder tri typy stenových uhlopriečok – pre každý jeden typ obdĺžnika)

· Telesová = u – to je taká, ktorá spája dva vrcholy, ktoré sa nenachádzajú na jednej stene, pričom ležia oproti sebe v priestore
· Kváder má osem vrcholov = A, B, C, D, E, F, G, H 
· Kváder má šesť obdĺžnikových stien (3 dvojice rovnakých)
· Kváder má dvanásť hrán – štvorice hrán majú rovnakú dĺžku = 1 1 1 1, 2 2 2 2, 3 3 3 3, 
· Každé dve steny sú rovnobežné alebo kolmé (ABCD je rovnobežná so stenou EFGH a kolmá na stenu BCFG .... ) 

· Objem kvádra vypočítame ako súčin troch jeho hrán:
V = a*b*c
Objem kvádra počítame taktiež v kubických jednotkách, t.j.:  

· Povrch kvádra je vlastne povrch jeho plášťa. Stenou plášťa sú obdĺžniky a konkrétne 3 typy obdĺžnikov s obsahmi a*b, b*c, a*c. Z každého sú po dva kusy. Takže: 

S = a*b + a*c + b*c + a*b + a*c + b*c = 2* (a*b + a*c + b*c)
Povrch kvádra počítame tiež  v štvorcových jednotkách, t.j.: 

Špeciálnym prípadom je pravidelný štvorboký hranol, kedy je jeho podstava štvorec. Takýto hranol má dĺžku rovnú šírke (a = b). Tretia hrana je výška kvádra (c). Takýto hranol počítame podľa nasledovných vzorcov: 

V = a2 * c
S = 2*a2 + 4*a*c 

Pr. 1: 

Bazén tvaru pravidelného štvorbokého kvádra má objem 36 m3. Ak ho naplníme do jednej tretiny, voda vystúpi do výšky 3 metre. Aké sú ostatné rozmery tohto telesa? Aký je povrch napustenej časti? 

 Riešenie:

Bazén má objem 36 m3 . Naplnili sme ho vodou do jednej tretiny, čo znamená, že v ňom máme objem vody 36 m3 /3, čiže 12 m3 . Výška je v tomto prípade 3 m. Napíšme si vzorec pre pravidelný štvorboký hranol:

V = a2*c

Čo poznáme? Poznáme objem (12m3 ) a výšku (3 m) a ostalo nám teda vypočítať iba jednu stranu a o tou je „a“.

a2 = V/c = 12/3 = 4

a = √4

a = 2 metre

Bazén má rozmery 2m x 2m x 3m.

A jeho povrch vypočítame podľa vzorca:

S = 2*a2 + 4*a*c = 2*22 + 4*2*3 = 32 m2
3. Valec
Valec je priestorové teleso, ktoré vznikne napríklad otáčaním obdĺžnika okolo jeho strany. 

Valec sa skladá z dvoch podstáv tvaru kruhu s polomerom r a plášťa. 
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Výška valca v je vzdialenosť obidvoch podstáv od seba. 

 

Po rozvinutí plášťa do roviny dostaneme obdĺžnik. Jedna jeho strana je rovnaká ako výška valca v a druhá sa rovná obvodu podstavy 2πr. 
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Povrch valca označujeme S a vypočítame ho tak, že spočítame obsah plášťa Spl a obsah kruhových podstáv Sp.
S = Spl + 2.Sp Spl = 2πrv Sp = πr2
S = 2πrv + 2. πr2 úpravou dostaneme 

S = 2πr (v + r) 

Pr. 1: 
Vypočítajte povrch valca s výškou v = 2,5 dm a priemerom podstavy d = 24 cm
Povrch valca vypočítame podľa vzorca S = 2πr (v + r), kde 
d = 24 cm ,  r = 12 cm
v = 2,5dm (aby sme mali rovnaké jednotky, musíme dm premeniť na cm)
v = 25 cm

S = 2πr (v + r)
S = 2. 3,14 . 12.(25 + 12)
S = 75,36 . 37
S = 2788,32 cm2
Povrch valca je 2788,32 cm2

 

Objem valca vypočítame tak, že vynásobíme obsah podstavy Sp výškou valca v. 

V = Sp . v 

V = π.r2 v 

Pr. 1:
Vypočítajte objem valca s výškou v = 5dm a polomerom podstavy
r = 20 cm
objem valca vypočítame podľa vzorca V = π r2 . v
r = 20 cm
v = 5 dm (aby sme mali rovnaké jednotky, musíme dm premeniť na cm)
v = 50 cm
V = π .r2 v
V = 3,14 . 202 . 50 = 3,14 . 400 . 50
V = 62 800 cm3
Objem valca je 62 800 cm3
Pr.2: Vypočítajte veľkosť povrchu dosky z dubového dreva, ktorej rozmery sú (dĺžka x hrúbka x šírka) 45 cm x 10 mm x 30 cm a je do nej vyvŕtaných 7 otvorov s priemerom 45 mm. 
Riešenie:
Nákres:



Doska má tvar kvádra (a = 45 cm, b = 30 cm, c = 1 cm), do ktorého sú vyvŕtané otvory tvaru rotačného valca (r = 2,25 cm, v = 1 cm). To znamená, že pri počítaní veľkosti povrchu dosky musíme od povrchu kvádra Skvodpočítať 14x obsah kruhu (otvory = rotačné valce ⟹ 7x2 podstáv = 14 kruhov - Sp) a zároveň pripočítať povrch otvorov (7x obsah plášťa rotačného valca Spl). Teda povrch (obsah) dosky Sd vypočítame:
Sd = Skv + 7.Spl – 14.Sp
Sd = 2.(ab + bc + ac) + 7.(2πrv) – 14(πr2)
Sd = 2*(45*30 + 30*1 + 45*1) + 7*(2*3,14*2,25*1) – 14*(3,14*2,252)
Sd = 2850 + 98,91 – 222,55
Sd = 2726,36 cm2 = 27,26 dm2
Povrch dosky má veľkosť 27,26 dm2.
Pr 3: Cisterna na pitnú vodu má tvar valca, ktorého priemer je 1,5 m a dĺžka 4,5 m. Cisternu treba natrieť náterom proti hrdzi. Pollitrová fľaša antikorózneho náteru vystačí na 20 m2. Bude stačiť kúpiť jednu fľašu antikorózneho náteru?
 

Riešenie:
d = 1,5 m ,  r = 0,75 m
v = 4,5 m
S = ?



S = 2πr(v + r) = 2*3,14*0,75*(4,5 + 0,75) = 24,7275 m2  

Na natretie cisterny nebude stačiť kúpiť jednu pollitrovú fľašu antikorózneho náteru. 
4. ihlan
·  Trojrozmerné teleso, ktoré je ohraničené jedným n- uholníkom (podstavou) a n- trojuholníkmi (bočné steny); n -bočných stien, podstava - n -uholník ⟹n – boký ihlan

· vzdialenosť vrcholu od roviny podstavy = výška v
· ak podstava ihlana je pravidelný n- uholník a bočné steny sú zhodné rovnoramenné trojuholníky ⟹ pravidelný ihlan

· trojboký ihlan = štvorsten; pravidelný štvorsten – podstava i steny sú zhodné rovnostranné trojuholníky




Obr. 2: Pravidelný štvorboký ihlan a jeho sieť (V = vrchol, a = hrana podstavy)

Sieť ihlana:

· prípade pravidelného štvorbokého ihlana (obr. 2) je sieť zložená zo štvorca (podstava) a štyroch rovnoramenných trojuholníkov (plášť) 

Vzťahy pre výpočet:
· povrch: S = Spl + Sp, teda v našom príklade (obr. 2): 



 

· objem ihlana:         



 

Pr. 1: Tri metre vysoký stan má tvar pravidelného štvorbokého ihlana, so štvorcovou podstavou, pričom hrana podstavy je dlhá 3 m. Majiteľ ho chce z vonka naimpregnovať náterom proti premoknutiu. Koľko litrov impregnačného náteru musí kúpiť, ak náter sa predáva len v litrových fľašiach a 1 fľaša postačí na 10 m2? 

Riešenie:
Stan má tvar pravidelného štvorbokého ihlanu, pričom a = 3 m, v = 1,5 m.Takýto ihlan je zložený z podstavy – štvorca, a štyroch rovnoramenných trojuholníkov (plášť). K výpočtu veľkosti povrchu - Ss budeme potrebovať i veľkosť výšky na a – vs, ktorú vypočítame pomocou Pytagorovej vety (viď obr.). 
 




vs 2 = ½ a2 + v2
vs 2 = 1,52 + 1,52
vs 2 = 4,5 
vs = √4,5 = 2,12 m 
Ss = Sp + Spl


 

Keďže jedna fľaša impregnačného náteru vystačí na 10 m2, na naimpregnovanie stanu bude majiteľ musieť kúpiť 3 litrové fľaše náteru. 
5. Rotačný kužeľ

· vznikne napr. otáčaním pravouhlého trojuholníka okolo jednej z jeho odvesien (⟹ výška kužeľa v = vzdialenosť stredu podstavy od vcholu kužeľa); druhá odvesna otáčaním vytvorí kruhovú podstavu

· prepona pravouhlého otáčajúceho sa trojuholníka je  strana kužeľa s



Obr. 3: Kužeľ a jeho sieť
Sieť kužeľa:

je tvorená kruhovou podstavou a plášťom – kruhovým výsekom, ktorého polomerom je strana kužeľa s a dĺžka oblúku je dlhé 2πr
Vzťahy pre výpočet:
· povrch: S = Sp + Spl = πr2 + πrs = πr(r + s)
· objem: 




 Pr 1: Vypočítaj veľkosť vonkajšieho povrchu kotevnej bóje - SB, ak má zvonku tvar dvoch rotačných kužeľov, spojených 5 cm širokým pásom. Najväčšia dĺžka bóje je 0,75 m a jej najväčšia šírka je 40 cm.  

Riešenie:






Ideme počítať 2x povrch plášťa rotačného kužeľa, + povrch „stredového pásu“, ktorý keby pomyslene „rozvinieme“ je vlastne obdĺžnik so stranami πd (obvod kruhu), a 5 cm:
SB= 2πrs + (πd * 5)
s2 = r2 + v2
s2 = 202 + 352
s2 = 400 + 1225
s = 40,31 cm
SB = 2πrs + (πd * 5) 
SB = 2*3,14*20*40,31 + (3,14*40*5)
SB = 5690, 936 cm2
7. Guľa
Guľa je geometrické teleso, s ktorým sa v bežnom živote stretávame pomerne často. Tvar gule majú rôzne lopty, s ktorými sa hrávate. Malé guľky sa nachádzajú v guľôčkových ložiskách, vodojem má zas tvar obrovskej gule.  
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Guľa je množina všetkých bodov X v priestore, ktorých vzdialenosť od daného pevného bodu S je menšia alebo sa rovná polomeru gule   

l SX l ≤ r. 

Objem gule vypočítame podľa vzorca:  
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Tento vzorec odvodil známy grécky matematik Archimedes.
Pr. 1:  Vypočítajte objem gule s priemerom 20 cm.
d = 20 cm
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pretože d = 2r, polomer gule je r = 10 cm 
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Ak chceme vypočítať povrch gule, musíme vypočítať obsah guľovej plochy. 

Guľová plocha je množina bodov X v priestore, ktoré majú od pevného bodu S rovnakú vzdialenosť r, ktorá sa nazýva polomer 

l SX l = r. 

Guľovú plochu nemožno rozvinúť do roviny, preto sieť gule neexistuje. 

Povrch gule vypočítame podľa vzorca:   [image: image59.png]


 

Pr. 2:   Vypočítajte povrch gule s polomerom 20 cm. 

r = 20 cm
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Pr. 3: Vypočítajte veľkosť povrchu Zeme, ak ju považujeme za guľu s priemerom 12 740 km.
Riešenie:
d = 12 740 km ,  r = 6370 km
S = ? 





 

Povrch Zeme, ak ju považujeme za guľu, je približne 5,1 . 108 km2.
Pr. 2: Vypočítajte objem Zeme, ak ju považujeme za guľu s priemerom 12 740 km.
Riešenie:
d = 12 740 km , r = 6370 km
V = ? 



 





V = 1,082 . 1012 km3
 Objem zeme je 1,082 . 1012 km3.
 

 

